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 ΠΡΑΞΕΙΣ ΚΑΙ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ 
 

 Ιδιότητες πρόσθεσης και πολλαπλασιασμού 
 

Πρόσθεση Πολλαπλασιασμός Ιδιότητα 

              αντιμεταθετική 

                            προσεταιριστική 

 

0    1     

  0     1
1,     0 


    

 

 0 0     

              επιμεριστική 

 

 Ιδιότητες αφαίρεσης και διαίρεσης 

           
1

: ,    0
   
 

     
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 Ιδιότητες πράξεων 

1. Αν              τότε    

   


 







  


 

2. Αν     τότε  

   

 







  


 

3. Αν     ό            

4. Αν   και  γ 0   τότε         

5. Αν  0   τότε  0  ή   0        

6. Αν 0  τότε  0    0         

7. Κανόνας προσήμων 
 
 
   

1  

  

  

   

   

   

 

8. Κανόνας απαλοιφής παρενθέσεων 
 
1 1 1

   

  

    

 
 

9.                    
       
     

      

                        :
       
       
      

10.  ,     0
     
 
       

 ,     0
         
     

     

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Οι σύνδεσμοι ‘’ή’’ , ‘’και’’  

‘’ή’’ :    Συνδέει δύο ισχυρισμούς μόνον όταν ένας τουλάχιστον από αυτούς αληθεύει. 

           Π.χ. η ιδιότητα  ‘’Αν αβ = 0, τότε α = 0 ή β = 0 ‘’ σημαίνει ότι ένας τουλάχιστον 

           από τους α, β είναι μηδέν. 

‘’και’’:  Συνδέει δύο ισχυρισμούς μόνον όταν αληθεύουν συγχρόνως. 

            Π.χ. η ιδιότητα  ‘’Αν αβ  0, τότε α  0 και β  0 ‘’ σημαίνει ότι και ο α και ο β  

            είναι διαφορετικοί του μηδενός. 

 

 
 ΔΥΝΑΜΕΙΣ 

Ορισμός:    
 

......
έ



  

        

Βασικές ιδιότητες δυνάμεων 

1

0 1

1


 

 





 
 




   
   

  








   

 

:

:

   


   



 


 



  

  
  


   

  
 

 







 
 
 

 

 

  

 



 

Αν ν=άρτιος   τότε        

Αν ν=περιττός   τότε         
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 ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 
 

 
 

2 2 2

2 2 2

2

2

    

    

   

   
 

  
 
 

2 2

3 3 2 2 3

3 3 2 2 3

3 3

3 3

     

      

      

   

    

    

 

  
  

3 3 2 2

3 3 2 2

      

      

    

    
 

 
 
 ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΗ 
 

Τρόποι για να κάνουμε παραγοντοποίηση πολυωνύμων 

 
 Κοινός παράγοντας 

π.χ.       2x x xy x x y          

 
 Ομαδοποίηση 

π.χ.           x x y y x y x y                    

 
 Διαφορά τετραγώνων   2 2          

π.χ.           22 2 2 2 218 2 2 9 2 3 2 3 3                    

 

 Ανάπτυγμα τετραγώνου (  22 22       ) 

π.χ.    *     2 22 24 12 9 2 2 2 3 3 2 3x x x x x          

         ** (Μέθοδος συμπλήρωσης τετραγώνου) 

              24 2 2 2 2 2 22 9 2 3 2 3 2 3x x x x x x             

                     2 2 22 2 2 2 2 2 22 3 3 4 3 2 3 2 3 2x x x x x x x x x             

 
 
 



  

Σελίδα 6 από 30 
ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ ΥΛΗΣ :ΣΤΑΥΡΟΣ ΒΙΖΗΡΑΚΗΣ – ΣΠΥΡΟΣ ΒΛΑΧΟΠΟΥΛΟΣ 

 

6

 
 

 Παράσταση της μορφής 2x x     

Υπολογίζουμε πρώτα την τιμή της διακρίνουσας: 2 4        . 
 Αν 0  , τότε υπάρχουν δύο πραγματικές ρίζες:  

1 2
x




  
    και  2 2

x



  
  και  η παράσταση γράφεται : 

  2
1 2x x x x x x          

 Αν 0   , τότε υπάρχει μία διπλή ρίζα 0 2
x





   και η παράσταση 

γράφεται:  

 22
0x x x x        

 Αν 0  , τότε δεν υπάρχουν ρίζες, οπότε η παράσταση 2x x     δεν 
παραγοντοποιείται. 

 
 
 
Που χρησιμοποιείται η παραγοντοποίηση; 

Α.  Στην απλοποίηση παραστάσεων 
π.χ.  για 0    3x x    έχουμε: 

       
 

 
  

 

23 2

2

4 3 3 14 3
1

3 3 3

x x x x x xx x x
x

x x x x x x

    
     

  
 

Β.  Στην εκτέλεση πράξεων 

π.χ.  έστω η παράσταση  
2

3 3

1x x x
  

 
.   

      Θα έχουμε:  
     

3 3 3 3

1 1 1 1

x

x x x x x x x
     

   
 

                              
 

 
 

3 13 3 3

1 1

xx

x x x x x


  

 
 

Γ.  Στην επίλυση εξισώσεων. 

π.χ. έστω η εξίσωση   229 1 0x x   . Θα έχουμε:  

         2 2
3 1 0 3 1 3 1 0 2 1 4 1 0x x x x x x x x              

1 1
2 1 0 4 1 0     

2 4
x ή x x ή x          

Άρα οι λύσεις της εξίσωσης είναι  οι αριθμοί 
1

2
     και  

1

4
. 
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Η εξίσωση 0x    

 
Βήματα επίλυσης της εξίσωσης 1ου βαθμού: 
1_ Απαλοιφή παρονομαστών 
2_ Απαλοιφή παρενθέσεων. 
3_ Χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους 
4_ Αναγωγή ομοίων όρων. 
5_ Διαίρεση με το συντελεστή του αγνώστου. 
 
Η εξίσωση 1ου βαθμού έχει (τελικά) τη μορφή  x  . 
Για την επίλυσή της πρέπει να γνωρίζουμε τις παρακάτω περιπτώσεις: 

 Αν 0  ,  τότε η εξίσωση έχει λύση: 

x x
 


      

 Αν 0  ,  τότε η εξίσωση γίνεται 0x   , οπότε 

 Αν 0    τότε η εξίσωση είναι αδύνατη. 

 Αν 0    τότε η εξίσωση είναι αόριστη (ή ταυτότητα). 
 
 
 

 Η εξίσωση 2 0x x      , 0    

 
Για να λύσουμε μια εξίσωση 2ου βαθμού 2 0, 0x x       , ακολουθούμε την εξής 
διαδικασία 
Υπολογίζουμε πρώτα την τιμή της διακρίνουσας: 2 4        . 
 Αν 0  , τότε υπάρχουν δύο πραγματικές ρίζες (λύσεις):  

1 2
x




  
    και  2 2

x



  
  

 Αν 0   , τότε υπάρχει μία διπλή ρίζα 0 2
x





 . 

 Αν 0  , τότε δεν υπάρχουν ρίζες, δηλαδή η εξίσωση είναι αδύνατη. 
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Κατηγορίες εξισώσεων 

i) Κλασματικές εξισώσεις 

Π.χ.  
 

 
2

Ε.Κ.Π.= 1 0
1 1

1 1                                0                             
1 1 1

  1 0 1

x x
x x

x
x x x x x x

x x

  

      
   

   
 

       
2 2

1
1 1 1 1                           

1 1

1 1,      

x
x x x x x x

x x x

x x x x ί 

      
 

    

 

Άρα η εξίσωση είναι αδύνατη. 

 
Προσοχή!    Σ’ αυτές  τις ασκήσεις είναι σημαντική η εύρεση του Ε.Κ.Π  καθώς και η 
εξαίρεση των τιμών του αγνώστου που το μηδενίζουν. 
 

ii) Εξισώσεις που πρέπει να μετατραπούν σε μορφή γινομένου. 
Π.χ.      2 24 1 1 2x x x x       

             2 2 1 1 1 2x x x x x x         

[Προσοχή! Στο σημείο αυτό δεν διαγράφουμε  τους κοινούς παράγοντες  στα 
δύο μέλη της εξίσωσης, γιατί δεν γνωρίζουμε αν είναι μη μηδενικοί. Συνεχίζουμε 
μεταφέροντας το 2ο μέλος της εξίσωσης στο 1ο  και εξάγουμε τους κοινούς 
παράγοντες.] 
         
   
  

2 2 1 1 1 2 0

2 1 2 1 0

2 1 1 0     2 0 2

                                     1 0 1

x x x x x x

x x x x

x x x x

ή x x

        

      

        

   

 

iii) Εξισώσεις που δίνονται σε παραγοντοποιημένη μορφή. 
Π.χ.         2 24 2 4 4 0 4 2 1 0x x x x x x x x             

       
  

 

2

2

4 1 0    4 0 4

                                 ή  1 0 1 0 1

x x x x

x x x

       

       
 

 
 
 
 
 



  

Σελίδα 9 από 30 
ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ ΥΛΗΣ :ΣΤΑΥΡΟΣ ΒΙΖΗΡΑΚΗΣ – ΣΠΥΡΟΣ ΒΛΑΧΟΠΟΥΛΟΣ 

 

9

 
 

iv) Παραμετρικές εξισώσεις 
 

Στις εξισώσεις αυτές ακολουθούμε τη διαδικασία που εφαρμόστηκε στην επίλυση της 
γενικής μορφής της πρωτοβάθμιας εξίσωσης. 
Π.χ.      2 21 2 3 3 1x x          

     [Αρχικά πρέπει να βρούμε το συντελεστή του αγνώστου , οπότε κάνουμε πράξεις  
     όπου χρειαστεί ] 

 2 21 2 3 3 3x x          

 2 21 3 2 3 3x x             (χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους) 

     2 2 21 3 2 4 2x x               

    2 2 2               x       (1) 

Διερεύνηση: 
Α) Αν     2 2 0 2        , τότε η εξίσωση έχει μοναδική λύση: 

     
 

  
2

2 2 2
x x

  
  


  

  
 

Β) Αν      2 2 0 2        ,  τότε: 

i) Για 2  ,  η (1) γίνεται:  0 0x  ,  αόριστη. 
ii) Για 2   , η (1) γίνεται:  0 8x  ,  αδύνατη. 

 
v) Προβλήματα των οποίων η επίλυση ανάγεται σε επίλυση εξισώσεων 1ου βαθμού. 

 
 

  



  

Σελίδα 10 από 30 
ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ ΥΛΗΣ :ΣΤΑΥΡΟΣ ΒΙΖΗΡΑΚΗΣ – ΣΠΥΡΟΣ ΒΛΑΧΟΠΟΥΛΟΣ 

 

10

 
  Διάταξη πραγματικών αριθμών  
 
Διάταξη πραγματικών αριθμών 

       0ό           

       0ό           

       0    ό                 

           ό                  

 Για θετικούς αριθμούς  α, β, γ, δ ισχύει: 
          ό                  

       0    ό                 

       0    ό                 

   0    0    0ό             

   0    0    0ό             

   ,   ό    0,    0    0ό
           


      

   ,   ό    0,    0    0ό
           


      

           ό                  (μεταβατική ιδιότητα) 

 Για κάθε αριθμό α ισχύει:  2 0   

 Για θετικούς αριθμούς α, β  και ν φυσικό αριθμό 0   ισχύει: 

                
 

 

   

   

  

  
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Ανισώσεις 1ου βαθμού 

0    0x ή x       . 

Έστω  0 x x         
Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις: 

 Αν 0  ,  τότε  x x
 


      

 Αν 0  ,  τότε  x x
 


      

 Αν 0  ,  τότε η ανίσωση γίνεται 0x   , οπότε 

 Αν 0    τότε η ανίσωση είναι αδύνατη 

 Αν 0    τότε η ανίσωση είναι αόριστη (ή ταυτότητα) 
 
 
Διαστήματα 
Το σύνολο των αριθμών x   που βρίσκεται μεταξύ δύο αριθμών ονομάζεται διάστημα. 
Π.χ.  το σύνολο των αριθμών x με x    ονομάζεται κλειστό διάστημα. 
    Γενικότερα ισχύει ο παρακάτω πίνακας: 

ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΣ  
x     ,   Κλειστό διάστημα 

x     ,   Ανοικτό διάστημα 

x     ,    

x     ,   

x    ,   

x    ,   

x    ,  

x    ,  
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  ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. Δίνεται η παράσταση :  
2

2

3 5 2

4

x x
x

x

 
 


. 

i) Να βρεθούν οι τιμές του x, για τις οποίες ορίζεται η παράσταση  x . 

ii) Να αποδειχθεί ότι η παράσταση γράφεται στη μορφή  

     α)   3 1

2 2

x
x

x x
  

 
 β)     

2

1 3 2

4

x x
x

x

 
 


 γ)   2

5 14
3

4

x
x

x


  


 

iii) Να λυθεί η εξίσωση   0x  .. 

Λύση: 
i) Η παράσταση ορίζεται όταν:  

  2 4 0 2 2 0 2 0    2 0x x x x x             

2     2x x     
ii) α) Το δεύτερο μέλος της ισότητας γράφεται: 

  
   
  

2

2

3 2 1 23 1 3 6 2

2 2 2 2 4

x x xx x x x

x x x x x

      
   

    
 

   
2

2

3 5 2

4

x x
x

x

 
  


 

β) Το δεύτερο μέλος γράφεται: 

  
    

2 2

2 2 2

1 3 2 3 2 3 2 3 5 2

4 4 4

x x x x x x x
x

x x x

      
   

  
 

γ) Το δεύτερο μέλος γράφεται: 

  
 2 2

2 2 2

3 4 5 145 14 3 12 5 14
3

4 4 4

x xx x x

x x x

     
   

  
 

   
2

2

3 5 2

4

x x
x

x

 
  


 

iii) Η εξίσωση   0,     2    2x x x      , με τη βοήθεια του ερωτήματος ii)β) 

γράφεται:  
      2

1 3 2
0 1 3 2 0 1 0    3 2 0

4

x x
x x x ή x

x

 
         


 

    
2

1    3 2 1    
3

x ή x x ή x          . 

Άρα οι ρίζες της εξίσωσης είναι  -1  και 
2

3
 . 
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2. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

i)    3 2 4 2 14 2 1 2x x x      ii) 
2

2 3

1 1 1

x

x x x
 

    iii) 

3 1

3 1 1

x x

x x




   

iv) 

3 4 3 5 12
1

2 2 16

x x x  
  

   v) 
2 2

5 3 1 2 3

3 3 9 3

x x

x x x x x x

 
  

    

Λύση: 

i) Έχουμε:    3 2 4 2 14 2 1 2 6 12 2 14 2 4x x x x x x              

    4 4 12 12 0 0,x x x           ταυτότητα 

ii) Η εξίσωση ορίζεται για 1    1x x   . Με τον περιορισμό αυτόν έχουμε:  

   
2

2 3

1 1 1

x

x x x
 

  
   2 1 3 1x x x      

  2 2 3 3 3 3 3 2 0 5,x x x x x x               αδύνατη 

iii) Η εξίσωση ορίζεται για 
1

    1
3

x x    και έχουμε:  

       2 23 1
3 1 1 3 1 3 3 1 3

3 1 1

x x
x x x x x x x x x

x x


           

 
 

  
1

4 1 5 1
5

x x x x           .  Δεκτή 

iv) Έχουμε:      3 4 3 5 12
1 8 3 8 4 3 16 5 12

2 2 16

x x x
x x x

  
           

  8 24 32 24 16 5 12x x x        

  
20

24 5 28 48 19 20
19

x x x x            

v)  Επειδή  2 3 3x x x x    και  2 3 9 3 3x x x x    , το Ε.Κ.Π. των παρονομαστών  

είναι  3 3x x   και πρέπει να είναι x 0 και  3x   . Οπότε η εξίσωση γράφεται: 

           5 3 1 2 3
3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3

x x
x x x x x x x x

x x x x x x

 
          

   
 

     3 5 3 1 6 9 3 15 9 1 6 9 27x x x x x x x x                

15 6 9 9 1 27 17 17 1x x x x x x              
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3. Δίνεται η εξίσωση 
2

2 2 1
2  

x x x

x x x


  
   

  
  

 , (1). 

Αν η εξίσωση (1) έχει λύση τον αριθμό 1, να βρεθεί ο α. 

Λύση: 

Αφού το 1 είναι λύση της εξίσωσης (1) θα ισχύει: 

 2 2

α-1-2 1 2 1 1 3 3 2
2 2   2

α 1 1 1 1 1 1


    
  

      
     

 

Για την εξίσωση (2) έχουμε Ε.Κ.Π.= ( -1)( 1)    και πρέπει να ισχύει: α 1   
Οπότε η (2) γράφεται: 

             2

3 3 2
1 1 2 1 1 1 1 1 1

1 1 1

       
  


          
  

 

2 2 23 2 2 3 3 2 2 2 4 6 0 2 3 0                        

η τελευταία εξίσωση έχει Δ = 4 + 12 = 16  και ρίζες  1,2

32 4

12



  

 

Η λύση α=-1 απορρίπτεται γιατί πρέπει α -1 . Οπότε η λύση είναι α = 3. 
 
 

4. Να γραφούν οι ανισώσεις που οι λύσεις τους είναι τα διαστήματα: 
i)  ,1  ii)    10, 1 3,10     iii)    ,5 0,    

Λύση:  

i)  ,1 1x x     

ii)        10, 1 3,10 10, 1       3,10x x ή x           

   10 1x        ή   3 10x   

iii)        ,5 0, ,5       0,x x x           

   5    0x x   0 5x    
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5. Να λυθούν οι ανισώσεις και να γραφούν οι λύσεις με μορφή διαστήματος. 

i)      4 6 1 12 1 6 2 4 5x x x        ii) 
1 5 4 1

1
2 6 3

x x x 
     

iii) 
1 2 3

2 4 6

x x x 
   

Λύση: 

i) Έχουμε: 
     4 6 1 12 1 6 2 4 5 24 4 12 12 12 24 5x x x x x x               

12 12 29 16 0 45x x x         ,  που είναι αδύνατη. 

ii) Έχουμε:  
 11 5 4 1 5 4 1

1 6 1 6 6 6
2 6 3 2 6 3

xx x x x x  
             

   6 3 1 5 2 4 1 6 3 3 5 8 2x x x x x x             

3 3 2 9 0 7x x x         ,  που είναι ταυτότητα. 

Έχουμε: 
1 2 3 1 2 3

12 12 12
2 4 6 2 4 6

x x x x x x   
          

   6 1 3 2 3 2 6 6 6 9 2x x x x x x            

3 3
12 2 6 9 10 3         ,

10 10
x x x x ή x               

 
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  ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
 

1. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

Α) 

6 1 3 13 5 4
5

3 3 5

x x x  
  

  

Β)
3 2 3

4
3 3

x x
x

 
     

2. Να γίνουν γινόμενο παραγόντων όσα από τα παρακάτω  τριώνυμα μπορούν να 
παραγοντοποιηθούν: 
α)   2 56f x x x        β)   27 5 1f x x x      γ)   25 2 5 1f x x x    

3. Να γράψετε ως γινόμενο πρωτοβάθμιών παραγόντων όσα από τα παρακάτω 
τριώνυμα είναι δυνατό. 
α)   23 6 3f x x x    β)   2 5 4f x x x      γ)   2 2 8f x x x    

δ)   22 3 7f x x x    ε)   2 1f x x x     ζ)   25
3

2 2

x
f x x    

4. Να λυθούν οι εξισώσεις: 
α)      2 21 1 2 3 1x x x x       

β) 3 4 0x x    
γ)  3 24 2 4x x x    

δ)       21 25 5 1 3x x x x       

 ε)    2 23 2 1 4 1x x x      

5. Δίνεται η εξίσωση: 
 

3 6

1 8 1 8

x x x

x x x
  

  
. Αν η εξίσωση αυτή έχει λύση τον 

αριθμό 3, να βρεθεί ο α. 

6. Να βρεθούν οι ρίζες της εξίσωσης: 
2

2 2 2

2

2 1 3 2

x x x

x x x x x


 

    
   (Εργασία 2016) 

7. Να λυθούν οι εξισώσεις: 

α) 
  

2

3 2
1

4

x x

x

 



  β)   2

1
2 2

5 6

x
x

x x


  

 
  γ) 

 2

2

2 41
1

2

x

x x x


  


 

δ) 
2 2

5 3 2 3 1
0

3 3 3 9

x x

x x x x x x

 
   

  
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8. Να λυθούν οι εξισώσεις:  

α)
2 2

1 2
0

1 2 1

x

x x x


 

  
   β)

2

2 2 1
0

4 5 4 1

x

x x x x


  

   
 γ)

2

2 2
1

1

x

x x x


 

 
 

δ)
2

1 3 1 1
2

1

x x x

x x x x

  
  

 
 ε) 

2

2 1 7

3 1 4 3x x x x


 

   
 

9. Να λυθούν οι ανισώσεις και να γραφούν οι λύσεις με μορφή διαστήματος. 

α)
5 4 1 1

1
6 3 2

x x x 
     β)

 2 6 412 5
4 2

6 3

xx
x


     

γ)
 2 211 3 1

2 6 3 2

xx x x 
    δ)      2 2

2 1 3 2 5 1x x x x       

10. Να λύσετε τι παρακάτω εξισώσεις: 
α) 24 1 0x      β) 236 25 0x     γ) 22 5 2 2 0x x    

δ)
2 2

0
2 3

x
x     ε) 29 3 1

0
8 2

x
x


    ζ)     222 4 9 3x x x     

η)  2
2 1 16x     θ)      1 3 1 2 3x x x x      

11. Να λύσετε τις εξισώσεις: 
α)      3 2 5 1 3 2 2 1x x x         

β)        2 3 3 1 2x x x x       

γ) 
9 2 3

3
2 3 4

x x x  
     

δ)      2
7 7 1 0x x x       

12. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α. 23 4 7 0x x     

β. 29 12 4 0x x     

γ. 22 5 0x x     

δ. 2 6 7 0x x     

ε. 22 5 2 0x x     
13. Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)   22 3 5x x x     

β)      2
2 2 6 2 3 10x x x x        

γ) 25 2 1 0x x     
14. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις: 

α) 
2

1 2 1 2

2 2 2 2

x x

x x x x

 
 

   
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β) 
2

1 2 2 5

2 1 3 2

x x

x x x x

 
 

   
  

γ)
2

2 3 5

3 2 6

x x

x x x x

 
 

   
  

δ)
2

1 1 10

1 1 1x x x
 

  
  

ε)
2 1

5
1 1

x

x x
 

 
  

15. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις: 

α) 
2

1 2 1 2

2 2 2 2

x x

x x x x

 
 

   
  β)

2

2

1 3

2 1 2 1

x

x x




 
 

γ)  23 3 2 2 0x x      δ)
2 2

1 1

4 3 5 4x x x x


   
. 

16. Να λύσετε τις εξισώσεις: α)
2

2

3 1 2 2 1

1

x x x

x x x x

  
 

 
  β)

1 2 13

2 1 6

x x

x x

 
 

 
 

17. Για ποιες τιμές του λ  η εξίσωση  2 22 2 2 1 0x x       έχει μία διπλή ρίζα; 

18. Να λύσετε τα συστήματα : i)
2 2

2 1

3 4 31

x y

x y

 

 





    ii)  
2 2 3

1

x y xy

x y

  

 





 

19. Για ποιες τιμές του λ η εξίσωση 
2

2 1
2 2 0

1
x x







   


 έχει ρίζα το -1; 

20. Να λύσετε τα συστήματα:  

i)







052

032

yx

yx
,  ii) 








1257

523

yx

yx
,  iii) 








12

52

xy

xy
,  iv) 







28

1354

xy

yx
, 

v) 







1372

185

yx

yx
, vi) 








1134

3562

yx

yx
, vii) 








2832

135

yx

yx
, viii) 








01672

04775

yx

yx
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