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 ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΜΕ ΑΟΡΙΣΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 

 

1. Το οριακό κόστος δίνεται από την σχέση 𝐌𝐂 = 𝟑𝐐𝟐 − 𝟑𝟎𝐐 + 𝟐𝟎𝟎. Αν το συνολικό κόστος 

παραγωγής 3 μονάδων είναι 800 χ.μ. , να βρεθεί η συνάρτηση συνολικού κόστους.  

 

Όταν δίνεται το οριακό μέγεθος και ζητείται το αρχικό, ολοκληρώνουμε   

 

TC = ∫ MC ⅆQ = ∫ (3Q2 − 30Q + 200) ⅆQ = ∫ 3Q2 ⅆQ − ∫ 30Q ⅆQ + ∫ 200 ⅆQ = 

= 3∫ Q2 ⅆQ − 30∫ Q ⅆQ + 200∫ ⅆQ = 

= 3 ⋅
1

2 + 1
⋅ Q2+1 − 30

1

1 + 1
⋅ Q1+1 + 200Q + c = Q3 − 15Q2 + 200Q + c ⇔ 

⇔  𝐓𝐂 = 𝐐𝟑 − 𝟏𝟓𝐐𝟐 + 𝟐𝟎𝟎𝐐 + 𝐜 

 

Δίνεται ότι το συνολικό κόστος παραγωγής 3 μονάδων είναι 800 χ.μ, επομένως 

TC(3) = 800 ⇔ 33 − 15 ⋅ 32 + 200 ⋅ 3 + c = 800 ⇔ 27 − 135 + 600 + c = 800 ⇔ 

⇔ 492 + c = 800 ⇔ c = 800 − 492 ⇔ 𝐜 = 𝟑𝟎𝟖 

 

Τελικά, η συνάρτηση συνολικού κόστους είναι η 𝐓𝐂 = 𝐐𝟑 − 𝟏𝟓𝐐𝟐 + 𝟐𝟎𝟎𝐐 + 𝟑𝟎𝟖 

 

2. Η συνάρτηση οριακών εσόδων είναι 𝐌𝐑 = 𝟏𝟎𝟎 − 𝟐𝐐. Να βρεθεί η συνάρτηση συνολικών 

εσόδων και η συνάρτηση ζήτησης. Ποια η συνάρτηση ελαστικότητας της ζήτησης ως προς 

την τιμή;  

 

TR = ∫ MR ⅆQ = ∫ (100 − 2Q) ⅆQ = ∫ 100 ⅆQ − ∫ 2Q ⅆQ = 100∫ ⅆQ − 2∫ Q ⅆQ = 

= 100 ⋅ Q − 2 ⋅
1

1 + 1
⋅ Q1+1 + c = 100Q − Q2 + c ⇔  𝐓𝐑 = 𝟏𝟎𝟎𝐐 − 𝐐𝟐 + 𝐜 

 

Όμως, TR(0) = 0 ⇔ 100 ⋅ 0 − 02 + c = 0 ⇔ 𝐜 = 𝟎 

 

Συνεπώς, η συνάρτηση συνολικών εσόδων είναι ίση με 𝐓𝐑 = 𝟏𝟎𝟎𝐐 − 𝐐𝟐 
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Για την συνάρτηση ζήτησης : όταν υπάρχει η συνάρτηση συνολικών εσόδων και ζητείται η συνάρτηση 

ζήτησης, θα γίνεται αντικατάσταση 𝑻𝑹 = 𝑷 ⋅ 𝑸 και θα γίνεται λύση της εξίσωσης που προκύπτει ως προς 𝑃 ή 

ως προς 𝑄, με σκοπό να δημιουργηθεί μια σχέση που να συνδέει τα δυο αυτά μεγέθη 

TR = 100Q − Q2 ⇔ P ⋅ Q = 100Q − Q2 ⇔
P ⋅ Q

Q
=

100Q − Q2

Q
⇔ 

⇔ P =
100Q

Q
−

Q2

Q
⇔ 𝐏 = 𝟏𝟎𝟎 − 𝐐 

Η συνάρτηση ζήτησης είναι η P = 100 − Q 

 

Συνάρτηση ελαστικότητας ζήτησης ως προς την τιμή 

Ed =
P

Q
⋅

1

P′
=

100 − Q

Q
⋅

1

(100 − Q)′
=

100 − Q

Q
⋅

1

(−1)
= −

100 − Q

Q
⇔ 

⇔ 𝐄𝐝 = −
𝟏𝟎𝟎 − 𝐐

𝐐
 

 

 

 

3. Έστω η συνάρτηση οριακού κόστους είναι 𝐌𝐂 = 𝟓 + 𝟔𝐐𝟐 και ότι το συνολικό κόστος για 

𝐐 = 𝟐 είναι 200 χ.μ. .Να βρεθεί η συνάρτηση του συνολικού κόστους παραγωγής. 

 

TC = ∫ MC ⅆQ = ∫ (5 + 6Q2) ⅆQ = ∫ 5 ⅆQ + ∫ 6Q2 ⅆQ = 5∫ ⅆQ + 6∫ Q2 ⅆQ = 

= 5Q + 6 ⋅
1

1 + 2
⋅ Q1+2 + c = 5Q + 2Q3 + c ⇔ 𝐓𝐂 = 𝟓𝐐 + 𝟐𝐐𝟑 + 𝐜 

 

Δίνεται ότι το συνολικό κόστος για Q = 2 είναι 200 χ.μ., συνεπώς θα ισχύει 

TC(2) = 200 ⇔ 5 ⋅ 2 + 2 ⋅ 23 + c = 200 ⇔ 10 + 16 + c = 200 ⇔ 

⇔ c = 200 − 26 ⇔ 𝐜 = 𝟏𝟕𝟒 

 

Αφού υπολογίστηκε η σταθερά ολοκλήρωσης c, η συνάρτηση συνολικού κόστους είναι η 𝐓𝐂 = 𝟓𝐐 + 𝟐𝐐𝟑 +

𝟏𝟕𝟒 
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4.  Δίνεται ότι 𝐌𝐑 = 𝟔𝟎 − 𝟐𝐐 − 𝟐𝐐𝟐 και ότι 𝐅𝐑 = 𝟎. Να βρεθεί η συνάρτηση συνολικών 

εσόδων και η συνάρτηση ζήτησης. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της συνάρτησης ζήτησης. 

 

TR = ∫ MR ⅆQ = ∫ (60 − 2Q − 2Q2) ⅆQ = ∫ 60 ⅆQ − ∫ 2Q ⅆQ − ∫ 2Q2 ⅆQ = 

= 60∫ ⅆQ − 2∫ Q ⅆQ − 2∫ Q2 ⅆQ = 60Q − 2 ⋅
1

1 + 1
⋅ Q1+1 − 2 ⋅

1

2 + 1
⋅ Q2+1 + c = 

= 60Q − Q2 −
2

3
Q3 + c ⇔  𝐓𝐑 = 𝟔𝟎𝐐 − 𝐐𝟐 −

𝟐

𝟑
𝐐𝟑 + 𝐜 

 

Δίνεται ότι FR = 0 δηλαδή η επιχείρηση δεν έχει σταθερά έσοδα, παρά μόνο αυτά από της πωλήσεις του 

προϊόντος. Συνεπώς θα ισχύει 

 TR(0) = 0 ⇔ 60 ⋅ 0 − 02 −
2

3
⋅ 03 + c = 0 ⇔  𝐜 = 𝟎 

Επομένως, η συνάρτηση συνολικών εσόδων είναι η 𝐓𝐑 = 𝟔𝟎𝐐 − 𝐐𝟐 −
𝟐

𝟑
𝐐𝟑 

Για την συνάρτηση ζήτησης, δεδομένου ότι έχουμε την συνάρτηση συνολικών εσόδων, θα κάνουμε χρήση 

της σχέσης TR = P ⋅ Q για να δημιουργήσουμε μια σχέση μεταξύ των P και Q 

 

TR = 60Q − Q2 −
2

3
Q3 ⇔ P ⋅ Q = 60Q − Q2 −

2

3
Q3 ⇔

P⋅Q

Q
=

60Q−Q2−
2

3
Q3

Q
⇔  

⇔ P = 60 − Q −
2

3
Q2 ⇔ 𝐏 = −

𝟐

𝟑
𝐐𝟐 − 𝐐 + 𝟔𝟎 η συνάρτηση ζήτησης 

Για την συνάρτηση ζήτησης ισχύουν οι παρακάτω περιορισμοί 

1 . Q ≥ 0 

2 . P ≥ 0 

3 . Η συνάρτηση ζήτησης είναι πάντα φθίνουσα, συνεπώς P′ ≤ 0. 

 

Από τον δεύτερο περιορισμό έχουμε 

P ≥ 0 ⇔ −
2

3
Q2 − Q + 60 ≥ 0 ⇔ −3 ⋅

2

3
Q2 − 3Q + 3 ⋅ 60 ≥ 0 ⇔ 

⇔ −𝟐𝐐𝟐 − 𝟑𝐐 + 𝟏𝟖𝟎 ≥ 𝟎 

Έχουμε τριώνυμο με α = −2, β = −3 και γ = 180 

Δ = β2 − 4αγ = (−3)2 − 4 ⋅ (−2) ⋅ 180 = 9 + 1440 = 1449 

Q1,2 =
−β ± √Δ

2α
=

−(−3) ± √1449

2 ⋅ (−2)
=

3 ± 38,06

−4
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Q1 =
3 + 38,06

−4
=

41,06

−4
= −10,265 

Q2 =
3 − 38,06

−4
=

−35,06

−4
= 8,765 

 

Το τριώνυμο είναι ετερόσημο του α εντός των δυο ριζών, κι επειδή α = −2 < 0, το τριώνυμο θα είναι θετικό 

εντός των δυο ριζών Q1 = −10,265 και Q2 = 8,765. 

Επομένως η λύση της αρχικής ανισότητας είναι Q ∈ [−10,265  , 8,765]. Ταυτόχρονα, όμως, από τον 

περιορισμό 1 έχουμε Q ≥ 0 και η συναλήθευση των δυο συνόλων μας δίνει 𝐐 ∈ [𝟎  , 𝟖, 𝟕𝟔𝟓] 

Ο περιορισμός 3 μας δίνει 

P′ ≤ 0 ⇔ (−
2

3
Q2 − Q + 60)

′

≤ 0 ⇔ −
4

3
Q − 1 ≤ 0 ⇔ −3

4

3
Q − 3 ⋅ 1 ≤ 0 ⇔ 

⇔ −4Q − 3 ≤ 0 ⇔ −4Q ≤ 3 ⇔
−4Q

−4
≥

3

−4
⇔ 𝐐 ≥ −𝟎, 𝟕𝟓 

Από τους δυο προηγούμενους περιορισμούς είχαμε καταλήξει στο Q ∈ [0  , 8,765] 

Η συναλήθευση των δυο συνόλων δίνει, τελικά, Q ∈ [0  , 8,765] το οποίο είναι και το πεδίο ορισμού της 

συνάρτησης ζήτησης. 

 

 

 

5.  Αν η Συνάρτηση οριακού κόστους είναι 𝐌𝐂 = 𝟒𝐐 − 𝟐 και το σταθερό κόστος είναι 500, 

να βρεθεί το συνολικό κόστος που αντιστοιχεί σε επίπεδο παραγωγής 20 μονάδων. 

 

Για να βρούμε το συνολικό κόστος 20 μονάδων, δηλαδή το TC(20), χρειαζόμαστε την συνάρτηση συνολικού 

κόστους. 

TC = ∫ MC ⅆQ = ∫ (4Q − 2) ⅆQ = ∫ 4Q ⅆQ − ∫ 2 ⅆQ = 4∫ Q ⅆQ − 2∫ ⅆQ = 

= 4 ⋅
1

1 + 1
Q1+1 − 2 ⋅ Q + c = 2Q2 − 2Q + c ⇔ 𝐓𝐂 = 𝟐𝐐𝟐 − 𝟐𝐐 + 𝐜 

 

Δίνεται ότι το σταθερό κόστος είναι ίσο με 500, δηλαδή 

FC = 500 ⇔ TC(0) = 500 ⇔ 2 ∙ 02 − 2 ⋅ 0 + c = 500 ⇔ 𝐜 = 𝟓𝟎𝟎 

 

Η συνάρτηση συνολικού κόστους, επομένως, είναι η 𝐓𝐂 = 𝟐𝐐𝟐 − 𝟐𝐐 + 𝟓𝟎𝟎 

TC(20) = 2 ⋅ 202 − 2 ⋅ 20 + 500 = 800 − 40 + 500 ⇔ 𝐓𝐂(𝟐𝟎) = 𝟏𝟐𝟔𝟎 𝛎. 𝛍. 
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6.  Η Συνάρτηση οριακού κόστους μιας επιχείρησης είναι 𝐌𝐂 = 𝟑𝐱𝟐 + 𝟑𝟎 όπου χ η 

παραγόμενη ποσότητα Το συνολικό κόστος που αντιστοιχεί σε επίπεδο παραγωγής 5 

μονάδων είναι 500. Να βρεθεί η συνάρτηση του συνολικού κόστους παραγωγής. Να 

υπολογισθεί το μέσο κόστος που αντιστοιχεί σε παραγωγή 15μονάδων. Να βρεθεί η 

παράγωγος της συνάρτησης του μέσου κόστους ως προς τη ποσότητα. 

 

Στην συγκεκριμένη εκφώνηση η παραγόμενη ποσότητα συμβολίζεται με χ αντί για Q.  

TC = ∫ MC ⅆx = ∫ (3x2 + 30) ⅆx = ∫ 3x2 ⅆx + ∫ 30 ⅆx = 3∫ x2 ⅆx + 30∫ ⅆx = 

= 3 ⋅
1

2 + 1
⋅ x2+1 + 30 ⋅ x + c = x3 + 30x + c ⇔  𝐓𝐂 = 𝐱𝟑 + 𝟑𝟎𝐱 + 𝐜 

 

Από την εκφώνηση δίνεται ότι το συνολικό κόστος που αντιστοιχεί σε επίπεδο παραγωγής 5 μονάδων είναι 

500, συνεπώς  

TC(5) = 500 ⇔ 53 + 30 ⋅ 5 + c = 500 ⇔ 125 + 150 + c = 500 ⇔ 

⇔ 275 + c = 500 ⇔ 𝐜 = 𝟐𝟐𝟓 

Τελικά, η συνάρτηση ολικού κόστους είναι 𝐓𝐂 = 𝐱𝟑 + 𝟑𝟎𝐱 + 𝟐𝟐𝟓 

 

Για να υπολογιστεί το μέσο κόστος που αντιστοιχεί σε παραγωγή 15μονάδων, δηλαδή το AC(15) πρέπει 

πρώτα να υπολογιστεί η συνάρτηση μέσου κόστους AC. Για να βρούμε το μέσο κόστος διαιρούμε την 

συνάρτηση κόστους με την ποσότητα, δηλαδή με χ 

AC =
TC

x
=

x3 + 30x + 225

x
=

x3

x
+

30x

x
+

225

x
= x2 + 30 +

225

x
⇔ 

⇔ 𝐀𝐂 = 𝐱𝟐 + 𝟑𝟎 +
𝟐𝟐𝟓

𝐱
 

AC(15) = 152 + 30 +
225

15
= 225 + 30 + 15 = 270 ⇔ 𝐀𝐂(𝟏𝟓) = 𝟐𝟕𝟎 𝛎. 𝛍. 

 

AC′ = (x2 + 30 +
225

x
)

1

= (x2)′ + (30)′ + (
225

x
)

′

= 2x + 225 ⋅ (x−1)′ = 

= 2x + 225(−1)x−2 = 2x −
225

x2
⇔  𝐀𝐂′ = 𝟐𝐱 −

𝟐𝟐𝟓

𝐱𝟐
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7.  Τα οριακά έσοδα μιας μονοπωλιακής επιχείρησης εξαρτώνται από το επίπεδο 

παραγωγής Q και δίνονται από τη σχέση 

 𝐌𝐑 = 𝟏𝟎𝟎 − 𝟏𝟎𝐐 − 𝟐𝐐𝟐. Τα σταθερά έσοδα της επιχείρησης είναι μηδενικά. Να 

προσδιοριστούν : η συνάρτηση των συνολικών εσόδων και με βάση αυτή η συνάρτηση 

ζήτησης 𝐏 = 𝐟(𝐐). Τo επίπεδο παραγωγής που μεγιστοποιεί τα συνολικά έσοδα. Η 

ελαστικότητα ζήτησης στο επίπεδο που μεγιστοποιεί τα συνολικά έσοδα. 

 

TR = ∫ MR ⅆQ = ∫ (100 − 10Q − 2Q2) ⅆQ = ∫ 100 ⅆQ − ∫ 10Q ⅆQ − ∫ 2Q2 ⅆQ = 

= 100∫ ⅆQ − 10∫ Q ⅆQ − 2∫ Q2 ⅆQ = 100 ⋅ Q − 10
1

1 + 1
Q1+1 − 2

1

2 + 1
⋅ Q3 + c = 

= 100Q − 5Q2 −
2

3
Q3 + c ⇔ 𝐓𝐑 = 𝟏𝟎𝟎𝐐 − 𝟓𝐐𝟐 −

𝟐

𝟑
𝐐𝟑 + 𝐜 

 

Από την εκφώνηση δίνεται ότι τα σταθερά έσοδα της επιχείρησης είναι μηδενικά, δηλαδή TR(0) = 0 ⇔

100 ⋅ 0 − 5 ⋅ 02 −
2

3
⋅ 03 + c = 0 ⇔ 𝐜 = 𝟎 

 

Τελικά, η συνάρτηση συνολικών εσόδων είναι η 𝐓𝐑 = 𝟏𝟎𝟎𝐐 − 𝟓𝐐𝟐 −
𝟐

𝟑
𝐐𝟑 

Για να βρεθεί η συνάρτηση ζήτησης, θα αντικαταστήσουμε στην συνάρτηση εσόδων TR = P ⋅ Q 

TR = 100Q − 5Q2 −
2

3
Q3 ⇔ P ⋅ Q = 100Q − 5Q2 −

2

3
Q3 ⇔ 

⇔
P ⋅ Q

Q
=

100Q − 5Q2 −
2
3 Q3

Q
⇔ 𝐏 = 𝟏𝟎𝟎 − 𝟓𝐐 −

𝟐

𝟑
𝐐𝟐 η συνάρτηση ζήτησης 

 

Ζητείται να βρεθεί η ποσότητα Q για την οποία μεγιστοποιούνται τα συνολικά έσοδα, επομένως θα 

εφαρμόσουμε την διαδικασία των τεσσάρων βημάτων για ακρότατα συνάρτησης στην συνάρτηση εσόδων 

TR = 100Q − 5Q2 −
2

3
Q3 
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1ο βήμα 

TR′ = (100Q − 5Q2 −
2

3
Q3)

′

= (100Q)′ − (5Q2)′ − (
2

3
Q3)

′

= 100 − 10Q − 2Q2 

2ο βήμα 

TR′ = 0 ⇔ 100 − 10Q − 2Q2 = 0 Έχουμε τριώνυμο με α = −2, β = −10 και γ = 100 

Δ = β2 − 4αγ = (−10)2 − 4 ⋅ (−2) ⋅ 100 = 100 + 800 = 900 > 0 

Το τριώνυμο έχει δυο πραγματικές άνισες ρίζες 

Q1,2 =
−β ± √Δ

2 ⋅ α
=

−(−10) ± √900

2 ∙ (−2)
=

10 ± 30

−4
 

Q1 =
10 + 30

−4
=

40

−4
= −10 < 0 απορρίπτεται γιατί Q ≥ 0 

Q2 =
10 − 30

−4
=

−20

−4
= 5 

Η μοναδική αποδεκτή ρίζα της πρώτης παραγώγου (πιθανό σημείο ακροτάτου) είναι η Q = 5 

 

3ο βήμα 

TR′′ = (100 − 10Q − 2Q2)′ = (100)′ − (10Q)′ − (2Q2)′ = −10 − 4Q 

 

4ο βήμα 

TR(5)
′′ = −10 − 4 ⋅ 5 = −30 < 0 και από το κριτήριο δεύτερης παραγώγου, συμπεραίνουμε ότι για Q = 5 η 

συνάρτηση συνολικών εσόδων παρουσιάζει μέγιστο. 

Ζητείται η ελαστικότητα ζήτησης στο σημείο μεγιστοποίησης των εσόδων, που όπως έχουμε δει, η τιμή της 

αναμένεται να είναι -1 (μοναδιαία ελαστικότητα σημαίνει TRMAX) 

Καταρχάς, θα βρούμε την ελαστικότητα ζήτησης. Έχουμε ήδη βρει την συνάρτηση ζήτησης P = 100 − 5Q −
2

3
Q2 

ED =
P

Q
⋅

1

P′
=

100 − 5Q −
2
3 Q2

Q
⋅

1

(100 − 5Q −
2
3 Q2)

′ = 

=
100 − 5Q −

2
3 Q2

Q
⋅

1

−5 −
4
3 Q

=
100 − 5Q −

2
3 Q2

−5Q −
4
3 Q2

⇔ 

⇔ 𝐄𝐃 =
𝟏𝟎𝟎 − 𝟓𝐐 −

𝟐
𝟑 𝐐𝟐

−𝟓𝐐 −
𝟒
𝟑 𝐐𝟐

       η συνάρτηση ελαστικότητας ζήτησης 
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Για Q = 5 έχουμε 

ED =
100 − 5 ⋅ 5 −

2
3 ⋅ 52

−5 ⋅ 5 −
4
3 ⋅ 52

=
100 − 25 −

2
3 ⋅ 25

−25 −
4
3 ⋅ 25

=
75 −

50
3

−25 −
100

3

= 

=

225
3 −

50
3

−
75
3 −

100
3

=

175
3

−
175

3

= −1 

 

Συνεπώς, όπως αναμενόταν, στο σημείο μεγιστοποίησης των συνολικών κερδών έχουμε μοναδιαία 

ελαστικότητα ζήτησης 

 

8.  Μια επιχείρηση κατασκευάζει ένα προϊόν του οποίου το οριακό ολικό κόστος δίνεται από 

την σχέση 𝐌𝐂(𝐐) = 𝟕, 𝟓𝐐𝟐 + 𝟑𝟎𝟎𝐐 − 𝟗𝟎𝟎𝟎, το ελάχιστο ολικό κόστος είναι 50.000 ευρώ, 

ενώ η τιμή πώλησης του προϊόντος ισούται με 𝐏(𝐐) = 𝟏𝟐𝟎𝐐 + 𝟏𝟓𝟎𝟎 σε ευρώ ανά μονάδα 

προϊόντος. Να βρείτε τη συνάρτηση καθαρού κέρδους, αν η επιχείρηση πουλάει όλη την 

ποσότητα που κατασκευάζει. Να βρεθεί η Q𝑜𝑝𝑡 που μεγιστοποιεί το καθαρό κέρδος. 

 

Για να βρούμε την ποσότητα που μεγιστοποιεί το κέρδος της επιχείρησης, θα πρέπει να βρούμε την συνάρτηση 

κέρδους, η οποία δίνεται από την σχέση Π = TR − TC 

Είναι προφανές ότι θα πρέπει να βρούμε τις συναρτήσεις συνολικών εσόδων και συνολικού κόστους 

Για την συνάρτηση ολικού κόστους :  

TC = ∫ MC ⅆQ = ∫ (7,5Q2 + 300Q − 9000) ⅆQ = 

= ∫ 7,5Q2 ⅆQ + ∫ 300Q ⅆQ − ∫ 9000 ⅆQ = 7,5∫ Q2 ⅆQ + 300∫ Q ⅆQ − 9000∫ ⅆQ = 

= 7,5 ⋅
1

2 + 1
⋅ Q2+1 + 300 ⋅

1

1 + 1
⋅ Q1+1 − 9000 ⋅ Q + c = 

= 2,5Q3 + 150Q2 − 9000Q + c ⇔ 𝐓𝐂 = 𝟐, 𝟓𝐐𝟑 + 𝟏𝟓𝟎𝐐𝟐 − 𝟗𝟎𝟎𝟎𝐐 + 𝐜 
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Δίνεται ότι το ελάχιστο ολικό κόστος είναι 50.000€. Θα βρούμε το ελάχιστο της συνάρτησης κόστους, 

χρησιμοποιώντας τα τέσσερα βήματα για την εύρεση ακροτάτων  

1ο βήμα 

TC′ = (2,5Q3 + 150Q2 − 9000Q + c)′ = (2,5Q3)′ + (150Q2)′ − (9000Q)′ + (c)′ = 

= 2,5 ⋅ 3 ⋅ Q2 + 150 ⋅ 2 ⋅ Q − 9000 = 7,5Q2 + 300Q − 9000 

 

2ο βήμα 

TC′ = 0 ⇔ 7,5Q2 + 300Q − 9000 = 0 

Έχουμε τριώνυμο με α = 7,5   , β = 300 και γ = −9000 

Δ = β2 − 4αγ = (300)2 − 4 ⋅ 7,5 ⋅ (−9000) = 90.000 + 270.000 = 360.000 > 0 

Το τριώνυμο έχει δυο πραγματικές άνισες ρίζες 

Q1,2 =
−β ± √Δ

2 ⋅ α
=

−300 ± √360000

2 ∙ 7,5
=

−300 ± 600

15
 

Q1 =
−300 + 600

15
=

300

15
= 20 

Q2 =
−300 − 600

15
=

−900

15
= −60 < 0 απορρίπτεται γιατί Q ≥ 0 

Η μοναδική αποδεκτή ρίζα της πρώτης παραγώγου (πιθανό σημείο ακροτάτου) είναι η Q = 20 

 

3ο βήμα 

TC′′ = (7,5Q2 + 300Q − 9000)′ = (7,5Q2)′ + (300Q)′ − (9000)′ = 15Q + 300 

 

4ο βήμα 

TC(20)
′′ = 15 ⋅ 20 + 300 = 600 > 0 Επομένως, για Q = 20 η συνάρτηση συνολικού κόστους παρουσιάζει 

ελάχιστο, το οποίο είναι ίσο με  

TC(20) = 2,5 ⋅ 203 + 150 ⋅ 202 − 9000 ⋅ 20 + c = 

= 2,5 ⋅ 8000 + 150 ⋅ 400 − 180.000 + c = 20.000 + 60.000 − 180.000 + c = 

= −100.000 + c ⇔  𝐓𝐂(𝟐𝟎) = −𝟏𝟎𝟎. 𝟎𝟎𝟎 + 𝐜      η τιμή του ελαχίστου  

 

Όμως, από την εκφώνηση δόθηκε ότι το ελάχιστο είναι 50.000€, άρα θα ισχύει 

 

−100.000 + c = 50.000 ⇔ c = 50.000 + 100.000 ⇔ 𝐜 = 𝟏𝟓𝟎. 𝟎𝟎𝟎 
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Εφόσον έχουμε βρει την σταθερά ολοκλήρωσης, γνωρίζουμε και την συνάρτηση συνολικού κόστους, η οποία 

είναι ίση με  

𝐓𝐂 = 𝟐, 𝟓𝐐𝟑 + 𝟏𝟓𝟎𝐐𝟐 − 𝟗𝟎𝟎𝟎𝐐 + 𝟏𝟓𝟎. 𝟎𝟎𝟎 

 

 

Για την συνάρτηση ολικών εσόδων :  

Από την εκφώνηση έχει δοθεί P = 120Q + 1500 

Γνωρίζουμε ότι TR = P ⋅ Q = (120Q + 1500) ⋅ Q = 120Q2 + 1500Q ⇔ 

𝐓𝐑 = 𝟏𝟐𝟎𝐐𝟐 + 𝟏𝟓𝟎𝟎𝐐 

 

Πλέον, γνωρίζουμε τις συναρτήσεις TR και TC, συνεπώς μπορούμε να βρούμε την συνάρτηση κερδών :  

Π = TR − TC = 120Q2 + 1500Q − (2,5Q3 + 150Q2 − 9000Q + 150.000) = 

= 120Q2 + 1500Q − 2,5Q3 − 150Q2 + 9000Q − 150.000 = 

= −2,5Q3 − 30Q2 + 10.500Q − 150.000 ⇔ 

⇔ 𝚷 = −𝟐, 𝟓𝐐𝟑 − 𝟑𝟎𝐐𝟐 + 𝟏𝟎. 𝟓𝟎𝟎𝐐 − 𝟏𝟓𝟎. 𝟎𝟎𝟎 

 

Ζητείται να βρεθεί η ποσότητα που μεγιστοποιεί τα κέρδη της επιχείρησης. Θα εφαρμόσουμε ξανά την 

διαδικασία των τεσσάρων βημάτων 

1ο βήμα 

Π′ = (−2,5Q3 − 30Q2 + 10.500Q − 150.000)′ = −7,5Q2 − 60Q + 10.500 

 

2ο βήμα 

Π′ = 0 ⇔ −7,5Q2 − 60Q + 10.500 = 0 

Έχουμε τριώνυμο με α = −7,5   , β = −60 και γ = 10.500 

Δ = β2 − 4αγ = (−60)2 − 4 ⋅ (−7,5) ⋅ 10.500 = 3.600 + 315.000 = 318.600 > 0 

Το τριώνυμο έχει δυο πραγματικές άνισες ρίζες 

Q1,2 =
−β ± √Δ

2 ⋅ α
=

−(−60) ± √318600

2 ∙ (−7,5)
=

60 ± 564,44

−15
 

Q1 =
60 + 564,44

−15
=

624,44

−15
= −41,63 < 0  απορρίπτεται γιατί Q ≥ 0 

Q2 =
60 − 564,44

−15
=

−504,44

−15
= 33,63 
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Η μοναδική αποδεκτή ρίζα της πρώτης παραγώγου (πιθανό σημείο ακροτάτου) είναι η Q = 33,63 

 

3ο βήμα 

Π′′ = (−7,5Q2 − 60Q + 10.500)′ = −15Q − 60 

 

4ο βήμα 

Π(33,63)
′′ = −15 ⋅ 33,63 − 60 = −504,45 − 60 = −564,45 < 0 

Επομένως για ποσότητα Q = 33,63 τα κέρδη μεγιστοποιούνται 

 

 

9.  Μια επιχείρηση κατασκευάζει ένα προϊόν του οποίου η συνάρτηση οριακού κόστους είναι 

𝐌𝐂 = 𝟑𝟎 −
𝐐

𝟓
 και η συνάρτηση ζήτησης δίνεται από την σχέση 𝐐 = 𝟑𝟎𝟎 − 𝟐𝐏.  Επιπλέον, 

δίνεται ότι το συνολικό κόστος της επιχείρησης για την παραγωγή  300 μονάδων είναι 30 

νομισματικές μονάδες. Να προσδιορισθεί η συνάρτηση του συνολικού κόστους παραγωγής 

και του μέσου κόστους της επιχείρησης. Να προσδιορισθεί η συνάρτηση του κέρδους της 

επιχείρησης (ως συνάρτηση της ποσότητας), και να προσδιοριστούν η ποσότητα, και η τιμή 

που μεγιστοποιούν τα κέρδη της επιχείρησης. Αν η επιχείρηση μπορεί να παράγει το πολύ 

120 μονάδες προϊόντος, να προσδιορισθεί η τιμή που μεγιστοποιεί τα κέρδη της . 

 

TC = ∫ MC ⅆQ = ∫ (30 −
Q

5
) ⅆQ = ∫ 30 ⅆQ − ∫

Q

5
ⅆQ = 30∫ ⅆQ −

1

5
∫ Q ⅆQ = 

= 30 ⋅ Q −
1

5
⋅

1

1 + 1
⋅ Q1+1 + c = 30Q −

1

10
Q2 + c ⇔ 

⇔ 𝐓𝐂 = 𝟑𝟎𝐐 −
𝟏

𝟏𝟎
𝐐𝟐 + 𝐜 

 

Από την εκφώνηση δίνεται ότι το συνολικό κόστος της επιχείρησης για την παραγωγή  300 μονάδων είναι 30 

νομισματικές μονάδες, δηλαδή 

TC(300) = 30 ⇔ 30 ⋅ 300 −
1

10
⋅ 3002 + c = 30 ⇔ 9000 −

1

10
⋅ 90000 + c = 30 ⇔ 

⇔ 9000 − 9000 + c = 30 ⇔ 𝐜 = 𝟑𝟎 

Έχουμε βρει την σταθερά ολοκλήρωσης επομένως η συνάρτηση κόστους είναι η  

𝐓𝐂 = 𝟑𝟎𝐐 −
𝟏

𝟏𝟎
𝐐𝟐 + 𝟑𝟎 
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Για την συνάρτηση μέσου κόστους AC, ισχύει 

 

AC =
TC

Q
=

30Q − 0,1Q2 + 30

Q
=

30Q

Q
−

0,1Q2

Q
+

30

Q
= 30 − 0,1Q +

30

Q
⇔ 

⇔  𝐀𝐂 = 𝟑𝟎 − 𝟎, 𝟏𝐐 +
𝟑𝟎

𝐐
 

 

Για την συνάρτηση κέρδους, της οποίας ζητείται το μέγιστο, γνωρίζουμε ότι ισχύει η σχέση Π = TR − TC 

Έχουμε βρει τη συνάρτηση κόστους, επομένως πρέπει να βρεθεί και η συνάρτηση κερδών TR 

 

Ισχύει TR = P ∙ Q. Η συνάρτηση ζήτησης είναι Q = 300 − 2P. Αν την αντικαταστήσουμε στον τύπο των 

εσόδων όπως είναι, θα προκύψει συνάρτηση με μεταβλητή την τιμή Ρ. Προφανώς πρέπει να λύσουμε την 

συνάρτηση ζήτησης ως προς την τιμή Ρ ώστε μετά την αντικατάσταση στον τύπο του TR να προκύψει σχέση 

με μεταβλητή την ποσότητα Q. 

Έτσι, έχουμε 

Q = 300 − 2P ⇔ 2P = 300 − Q ⇔
2P

2
=

300 − Q

2
⇔ 𝐏 = 𝟏𝟓𝟎 − 𝟎, 𝟓𝐐 

Πλέον, μπορούμε να αντικαταστήσουμε στην σχέση TR = P ∙ Q και να έχουμε μοναδική μεταβλητή την 

ποσότητα 

TR = P ∙ Q = (150 − 0,5Q) ⋅ Q = 150Q − 0,5Q2 ⇔ 𝐓𝐑 = 𝟏𝟓𝟎𝐐 − 𝟎, 𝟓𝐐𝟐 

 

Η συνάρτηση κέρδους είναι  

Π = TR − TC =  150Q − 0,5Q2 − ( 30Q − 0,1Q2 + 30) = 

= 150Q − 0,5Q2 − 30Q + 0,1Q2 − 30 = −0,4Q2 + 120Q − 30 ⇔ 

𝚷 = −𝟎, 𝟒𝐐𝟐 + 𝟏𝟐𝟎𝐐 − 𝟑𝟎 

 

Για να βρούμε το μέγιστο, θα εφαρμόσουμε την διαδικασία των τεσσάρων βημάτων 

1ο βήμα 

Π′ = (−0,4Q2 + 120Q − 30)′ = −0,8Q + 120 
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2ο βήμα 

Π′ = 0 ⇔ −0,8Q + 120 = 0 ⇔ −0,8Q = −120 ⇔
−0,8Q

−0,8
=

−120

−0,8
⇔ Q = 150 

 

3ο βήμα 

Π′′ = (−0,8Q + 120) = −0,8 

 

4ο βήμα 

Π(150)
′′ = −0,8 < 0 

Επομένως η συνάρτηση κέρδους για Q = 150 παρουσιάζει μέγιστο, και η μέγιστη τιμή του κέρδους είναι 

 Π(150) = −0,4 ⋅ 1502 + 120 ⋅ 150 − 30 = −9.000 + 14.400 − 30 = 5.370 ν. μ. 

Την αντίστοιχη τιμή για την οποία τα κέρδη μεγιστοποιούνται, θα την βρούμε από την συνάρτηση ζήτησης 

P = 150 − 0,5Q 

Για Q = 150, P = 150 − 0,5 ∙ 150 = 150 − 75 = 75 ν. μ. η τιμή που μεγιστοποιεί τα κέρδη της επιχείρησης 

 

Όμως, η επιχείρηση δεν μπορεί να παράξει τις 150 μονάδες προϊόντος στις οποίες μεγιστοποιούνται τα 

κέρδη, αλλά η παραγωγή της περιορίζεται στις 120 μονάδες προϊόντος, το πολύ. 

Η συνάρτηση κέρδους, για να παρουσιάζει μοναδικό μέγιστο στο Q = 150, προφανώς και είναι αύξουσα στο 

διάστημα [0 , 150] και στη συνέχεια φθίνουσα.  

 

Πράγματι, η πρώτη παράγωγος είναι θετική όταν 

Π′ > 0 ⇔ −0,8Q + 120 > 0 ⇔ −0,8Q > −120 ⇔
−0,8Q

−0,8
<

−120

−0,8
⇔ Q < 150 

Πράγματι, η συνάρτηση κέρδους είναι αύξουσα για Q ∈ [0,150] κι ως εκ τούτου θα είναι αύξουσα και στο 

υποσύνολο [0,120], στο οποίο παίρνει την μέγιστη τιμή της για  

Q = 120 

 

Υπενθυμίζεται  

Σε μια αύξουσα συνάρτηση ορισμένη στο [α, β], το πεδίο τιμών είναι το [𝐟(𝛂), 𝐟(𝛃)] 
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10 . Δίνεται η ακόλουθη συνάρτηση των οριακών εσόδων MR µιας μονοπωλιακής 

επιχείρησης: 𝐌𝐑(𝐐) = 𝟏𝟎𝟎 + 𝟏𝟔𝐐 − 𝐐𝟐 όπου Q είναι η ποσότητα παραγωγής του 

προϊόντος. Επίσης, δίνεται και  η συνάρτηση οριακού κόστους  

𝐌𝐂(𝐐) = 𝟓𝟎 − 𝟔𝐐 + 𝟑𝐐𝟐 της επιχείρησης. Επιπλέον, η  επιχείρηση έχει πάγιο κόστος 

(σταθερό) λειτουργίας 10.500 ευρώ. Η επιχείρηση δεν έχει κανένα άλλο έσοδο πέραν των 

εισπράξεων από τις πωλήσεις του προϊόντος της. Να βρεθούν:  

α) η συνάρτηση συνολικού κόστους TC, και μέσου κόστους AC  

β) η συνάρτηση των συνολικών εσόδων TR και   

γ) το συνολικό κέρδος της επιχείρησης καθώς και να προσδιορισθεί η ποσότητα Q 

παραγωγής του προϊόντος που μεγιστοποιεί το κέρδος της επιχείρησης.   

 

Υποερώτημα α) 

Για την συνάρτηση συνολικού κόστους TC  

TC = ∫ MC ⅆQ = ∫ (50 − 6Q + 3Q2) ⅆQ = ∫ 50 ⅆQ − ∫ 6Q ⅆQ + ∫ 3Q2 ⅆQ = 

= 50∫ ⅆQ − 6∫ Q ⅆQ + 3∫ Q2 ⅆQ = 50 ⋅ Q − 6 ⋅
1

1 + 1
⋅ Q1+1 + 3 ⋅

1

2 + 1
⋅ Q2+1 + c = 

= 50Q − 6 ⋅
1

2
⋅ Q2 + 3 ⋅

1

3
⋅ Q3 + c = 50Q − 3Q2 + Q3 + c ⇔ 

⇔  𝐓𝐂 = 𝟓𝟎𝐐 − 𝟑𝐐𝟐 + 𝐐𝟑 + 𝐜, 𝐜 ∈ 𝐑 

 

Δίνεται, όμως, από την εκφώνηση ότι το σταθερό κόστος FC είναι ίσο με 10.500€ δηλαδή το συνολικό κόστος 

TC για επίπεδο παραγωγής μηδέν (Q = 0) είναι ίσο με 10.500 

FC = 10.500 ⇔ TC(0) = 10.500 ⇔ 50 ⋅ 0 − 3 ⋅ 02 + 03 + c = 10.500 ⇔ 

⇔ 𝐜 = 𝟏𝟎. 𝟓𝟎𝟎 

Επομένως, η συνάρτηση συνολικού κόστους είναι, τελικά, η 

𝐓𝐂 = 𝟓𝟎𝐐 − 𝟑𝐐𝟐 + 𝐐𝟑 + 𝟏𝟎. 𝟓𝟎𝟎 

Για την συνάρτηση μέσου συνολικού κόστους, ισχύει 

AC =
TC

Q
=

50Q − 3Q2 + Q3 + 10.500

Q
=

50Q

Q
−

3Q2

Q
+

Q3

Q
+

10.500

Q
= 

= 50 − 3Q + Q2 +
10.500

Q
⇔  AC = 50 − 3Q + Q2 +

10.500

Q
⇔ 

⇔ 𝐀𝐂 = 𝟓𝟎 − 𝟑𝐐 + 𝐐𝟐 +
𝟏𝟎. 𝟓𝟎𝟎

𝐐
 𝛄𝛊𝛂 𝐐 > 𝟎 
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Υποερώτημα β) 

Για την συνάρτηση συνολικών εσόδων TR 

 TR = ∫ MR ⅆQ = ∫ (100 + 16Q − Q2) ⅆQ = ∫ 100 ⅆQ + ∫ 16Q ⅆQ − ∫ Q2 ⅆQ = 

= 100∫ ⅆQ + 16∫ Q ⅆQ − ∫ Q2 ⅆQ = 100Q + 16 ⋅
1

1 + 1
Q1+1 −

1

2 + 1
Q2+1 + c = 

= 100Q + 16 ⋅
1

2
Q2 −

1

3
Q3 + c = 100Q + 8Q2 −

1

3
Q3 + c ⇔ 

⇔ 𝐓𝐑 = 𝟏𝟎𝟎𝐐 + 𝟖𝐐𝟐 −
𝟏

𝟑
𝐐𝟑 + 𝐜  , 𝐜 ∈ 𝐑 

 

Η επιχείρηση δεν έχει άλλα έσοδα εκτός των πωλήσεων του προϊόντος της, συνεπώς για μηδενικές πωλήσεις 

θα έχει μηδενικά έσοδα, δηλαδή  

TR(0) = 0 ⇔ 100 ∙ 0 + 802 −
1

3
⋅ 03 + c = 0 ⇔ 𝐜 = 𝟎 

Επομένως, η συνάρτηση συνολικών εσόδων είναι, τελικά, η 

𝐓𝐑 = 𝟏𝟎𝟎𝐐 + 𝟖𝐐𝟐 −
𝟏

𝟑
𝐐𝟑 

 

Υποερώτημα γ) 

Για την συνάρτηση κέρδους ισχύει 

Π = TR − TC = 100Q + 8Q2 −
1

3
Q3 − ( 50Q − 3Q2 + Q3 + 10.500) = 

= 100Q + 8Q2 −
1

3
Q3 − 50Q + 3Q2 − Q3 − 10.500 = 

= −
4

3
Q3 + 11Q2 + 50Q − 10.500 ⇔ 𝚷 = −

𝟒

𝟑
𝐐𝟑 + 𝟏𝟏𝐐𝟐 + 𝟓𝟎𝐐 − 𝟏𝟎. 𝟓𝟎𝟎 

Η συνάρτηση κερδών της επιχείρησης. Για να βρεθεί η ποσότητα για την οποία μεγιστοποιούνται τα κέρδη, 

θα εφαρμόσουμε κριτήρια πρώτης και δεύτερης παραγώγου . 

Η πρώτη παράγωγος είναι ίση με 

Π′ = (−
4

3
Q3 + 11Q2 + 50Q − 10.500)

′

= 

= (−
4

3
Q3)

′

+ (11Q2)′ + (50Q)′ − (10.500)′ = 

= −
4

3
⋅ (Q3)′ + 11 ⋅ (Q2)′ + 50 ⋅ (Q)′ + 0 = −

4

3
⋅ 3 ⋅ Q2 + 11 ⋅ 2 ⋅ Q + 50 = 
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= −4Q2 + 22Q + 50 ⇔ 𝚷′ = −𝟒𝐐𝟐 + 𝟐𝟐𝐐 + 𝟓𝟎 

 

Τα σημεία μηδενισμού της πρώτης παραγώγου, δηλαδή τα πιθανά σημεία ακροτάτων της συνάρτησης 

κέρδους, βρίσκονται από την λύση της εξίσωσης 

Π′ = 0 ⇔ −4Q2 + 22Q + 50 = 0 

Καταλήγουμε σε τριώνυμο με α = −4,   β = 22   και  γ = 50 

Δ = β2 − 4αγ = 222 − 4 ⋅ (−4) ⋅ 50 = 484 + 800 = 1284 > 0  

Το τριώνυμο έχει δυο πραγματικές άνισες ρίζες 

Q1,2 =
−β ± √Δ

2 ⋅ α
=

−22 ± √1284

2 ⋅ (−4)
=

−22 ± 35,83

−8
 

Q1 =
−22 + 35,83

−8
=

13,83

−8
= −1,73 

Q2 =
−22 − 35,83

−8
=

−57,83

−8
= 7,23 

Η Q1 = −1,73 απορρίπτεται, αφού η ποσότητα δεν μπορεί να είναι αρνητική 

Η μοναδική αποδεκτή ρίζα της πρώτης παραγώγου είναι, λοιπόν, η Q = 7,23 

 

Για να εφαρμόσουμε το κριτήριο της δεύτερης παραγώγου, θα βρούμε αρχικά την δεύτερη παράγωγο της 

συνάρτησης κέρδους 

Π′′ = (−4Q2 + 22Q + 50)′ = (−4Q2)′ + (22Q)′ + (50)′ = −4(Q2)′ + 22(Q)′ + 0 = 

= −4 ⋅ 2 ⋅ Q + 22 = −8Q + 22 ⇔ 𝚷′′ = −𝟖𝐐 + 𝟐𝟐 

 

Η δεύτερη παράγωγος για Q = 7,23, είναι ίση με 

Π(7,23)
′′ = −8 ⋅ 7,23 + 22 = −57,84 + 22 = −35,84 < 0 

Επομένως, από το κριτήριο δεύτερης παραγώγου, συμπεραίνουμε ότι για Q = 7,23 η συνάρτηση κέρδους 

μεγιστοποιείται.  
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11. Δίνεται η συνάρτηση των οριακών εσόδων 𝐌𝐑(𝐐) = 𝟓𝟐 − 𝟐𝐐 µιας μονοπωλιακής 

επιχείρησης, όπου Q είναι η ποσότητα παραγωγής του προϊόντος. Επίσης, δίνεται και η 

συνάρτηση οριακού κόστους της επιχείρησης 𝐌𝐂(𝐐) = 𝐐𝟐 − 𝟓𝐐 + 𝟑𝟒. Επιπλέον, η 

επιχείρηση έχει σταθερό κόστος λειτουργίας FC = 80 χρηματικές μονάδες. Η επιχείρηση δεν 

έχει κανένα άλλο έσοδο πέραν των εισπράξεων από τις πωλήσεις του προϊόντος της.  

(α) Να βρεθούν οι συναρτήσεις συνολικού εσόδου TR και ζήτησης 𝐏𝐃 (ως συνάρτηση του Q).  

(β) Να βρεθούν οι συναρτήσεις συνολικού κόστους TC, και μέσου κόστους AC.  

(γ) Να βρεθεί η συνάρτηση συνολικού κέρδους Π της επιχείρησης καθώς και να 

προσδιορισθούν η ποσότητα Q παραγωγής του προϊόντος που μεγιστοποιεί το κέρδος της 

επιχείρησης και η τιµή του μέγιστου κέρδους. 

 

Υποερώτημα α) 

Για την συνάρτηση συνολικού εσόδου TR 

TR = ∫ (52 − 2Q) ⅆQ = ∫ 52 ⅆQ − ∫ 2Q ⅆQ = 52∫ ⅆQ − 2∫ Q ⅆQ = 

= 52Q − 2 ⋅
1

1 + 1
⋅ Q1+1 + c = 52Q − Q2 + c ⇔ 𝐓𝐑 = 𝟓𝟐𝐐 − 𝐐𝟐 + 𝐜  , 𝐜 ∈ 𝐑 

Η επιχείρηση δεν έχει άλλα έσοδα πέραν των εισπράξεων από την πώληση του προϊόντος της, άρα για 

μηδενικές πωλήσεις θα έχει μηδενικά έσοδα, δηλαδή ισχύει 

TR(0) = 0 ⇔ 52 ⋅ 0 − 02 + c = 0 ⇔ 𝐜 = 𝟎 

 

Επομένως, η συνάρτηση συνολικών εσόδων είναι, τελικά, η 

𝐓𝐑 = 𝟓𝟐𝐐 − 𝐐𝟐 

 

Για τα συνολικά έσοδα, όμως, ισχύει και η σχέση TR = P ⋅ Q . Αντικαθιστώντας στην συνάρτηση συνολικού 

εσόδου, έχουμε 

P ⋅ Q = 52Q − Q2 ⇔
P ⋅ Q

Q
=

52Q − Q2

Q
⇔ P =

52Q

Q
−

Q2

Q
⇔ 𝐏 = 𝟓𝟐 − 𝐐 

 

Συνεπώς, η εξίσωση της συνάρτησης ζήτησης είναι η 𝐏𝐃 = 𝟓𝟐 − 𝐐 
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Υποερώτημα β) 

Για την συνάρτηση συνολικού κόστους TC 

TC = ∫ MC ⅆQ = ∫ (Q2 − 5Q + 34) ⅆQ = ∫ Q2 ⅆQ − ∫ 5Q ⅆQ + ∫ 34 ⅆQ = 

= ∫ Q2 ⅆQ − 5∫ Q ⅆQ + 34∫ ⅆQ =
1

2 + 1
⋅ Q2+1 − 5 ⋅

1

1 + 1
⋅ Q1+1 + 34Q + c = 

=
1

3
Q3 −

5

2
Q2 + 34Q + c ⇔ 𝐓𝐂 =

𝟏

𝟑
𝐐𝟑 −

𝟓

𝟐
𝐐𝟐 + 𝟑𝟒𝐐 + 𝐜  , 𝐜 ∈ 𝐑 

 

Έχει δοθεί από την εκφώνηση ότι το σταθερό κόστος FC είναι ίσο με 80 χ.μ. δηλαδή το συνολικό κόστος TC για 

επίπεδο παραγωγής μηδέν (Q = 0) είναι ίσο με 80 

FC = 80 ⇔ TC(0) = 80 ⇔
1

3
⋅ 03 −

5

2
⋅ 02 + 34 ⋅ 0 + c = 80 ⇔ 𝐜 = 𝟖𝟎 

Επομένως, η συνάρτηση συνολικού κόστους είναι, τελικά, η 

𝐓𝐂 =
𝟏

𝟑
𝐐𝟑 −

𝟓

𝟐
𝐐𝟐 + 𝟑𝟒𝐐 + 𝟖𝟎   

 

Για την συνάρτηση μέσου κόστους ισχύει η σχέση 

AC =
TC

Q
=

1
3 Q3 −

5
2 Q2 + 34Q + 80

Q
=

1
3 Q3

Q
−

5
2 Q2

Q
+

34Q

Q
+

80

Q
= 

 

=
1

3
Q2 −

5

2
Q + 34 +

80

Q
⇔  𝐀𝐂 =

𝟏

𝟑
𝐐𝟐 −

𝟓

𝟐
𝐐 + 𝟑𝟒 +

𝟖𝟎

𝐐
 𝛄𝛊𝛂 𝐐 > 𝟎 

 

Υποερώτημα γ) 

Για την συνάρτηση κερδών ισχύει η σχέση 

Π = TR − TC = 52Q − Q2 − (
1

3
Q3 −

5

2
Q2 + 34Q + 80) = 

= 52Q − Q2 −
1

3
Q3 +

5

2
Q2 − 34Q − 80 = −

1

3
Q3 +

3

2
Q2 + 18Q − 80 

Η ζητούμενη η συνάρτηση κέρδους της επιχείρησης είναι η  

𝚷 = −
𝟏

𝟑
𝐐𝟑 +

𝟑

𝟐
𝐐𝟐 + 𝟏𝟖𝐐 − 𝟖𝟎  
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Για να βρεθεί η ποσότητα για την οποία μεγιστοποιούνται τα κέρδη, καθώς και για την εύρεση της μέγιστης 

τιμής των κερδών,  θα εφαρμόσουμε κριτήρια πρώτης και δεύτερης παραγώγου. 

Η πρώτη παράγωγος είναι ίση με 

Π′ = (−
1

3
Q3 +

3

2
Q2 + 18Q − 80)

′

= (−
1

3
Q3)

′

+ (
3

2
Q2)

′

+ (18Q)′ − (80)′ = 

= −
1

3
⋅ (Q3)′ +

3

2
⋅ (Q2)′ + 18(Q)′ − 0 = −

1

3
⋅ 3 ⋅ Q2 +

3

2
⋅ 2 ⋅ Q + 18 = 

= −Q2 + 3Q + 18 ⇔ 𝚷′ = −𝐐𝟐 + 𝟑𝐐 + 𝟏𝟖 

 

Τα σημεία μηδενισμού της πρώτης παραγώγου, δηλαδή τα πιθανά σημεία ακροτάτων της συνάρτησης 

κέρδους, βρίσκονται από την λύση της εξίσωσης 

Π′ = 0 ⇔ −Q2 + 3Q + 18 = 0 

Καταλήγουμε σε τριώνυμο με α = −1,   β = 3   και  γ = 18 

 

Δ = β2 − 4αγ = 32 − 4 ⋅ (−1) ⋅ 18 = 9 + 72 = 81 > 0  

Το τριώνυμο έχει δυο πραγματικές άνισες ρίζες 

 

Q1,2 =
−β ± √Δ

2 ⋅ α
=

−3 ± √81

2 ⋅ (−1)
=

−3 ± 9

−2
 

Q1 =
−3 + 9

−2
=

6

−2
= −3 

Q2 =
−3 − 9

−2
=

−12

−2
= 6 

 

Η Q1 = −3 απορρίπτεται, αφού η ποσότητα δεν μπορεί να είναι αρνητική 

Η μοναδική αποδεκτή ρίζα της πρώτης παραγώγου είναι η Q = 6 
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Για να εφαρμόσουμε το κριτήριο της δεύτερης παραγώγου, θα βρούμε αρχικά την δεύτερη παράγωγο της 

συνάρτησης κέρδους 

Π′′ = (−Q2 + 3Q + 18)′ = (−Q2)′ + (3Q)′ + (18)′ = −(Q2)′ + 3(Q)′ + 0 = 

= −2Q + 3 ⇔ 𝚷′′ = −𝟐𝐐 + 𝟑 

 

 

 

Η δεύτερη παράγωγος για Q = 6, είναι ίση με 

Π(6)
′′ = −2 ⋅ 6 + 3 = −12 + 3 = −9 < 0 

Επομένως, από το κριτήριο δεύτερης παραγώγου, συμπεραίνουμε ότι για Q = 6 η συνάρτηση κέρδους 

μεγιστοποιείται, με μέγιστη τιμή την  

Π(6) = −
1

3
⋅ 63 +

3

2
⋅ 62 + 18 ⋅ 6 − 80 = −

1

3
216 +

3

2
36 + 108 − 80 = 

= −72 + 54 + 108 − 80 = 10 

 

Η μέγιστη τιμή του κέρδους της επιχείρησης είναι 10 χρηματικές μονάδες 
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