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 ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 

Έστω F(x) μια αρχική συνάρτηση της f(x), δηλαδή ισχύει F(x)
′ = f(x) για κάθε x ∈ (α, β). 

Ονομάζουμε ορισμένο ολοκλήρωμα της f(x) στο [α , β] την διαφορά F(β) − F(α).  

Κατά συνέπεια, το ορισμένο ολοκλήρωμα είναι ένας αριθμός που εξαρτάται μόνο από την 

συνάρτηση f, και τους αριθμούς α και β. 

Το ορισμένο ολοκλήρωμα συμβολίζεται με ∫ f(x) ⅆx
β

α
 και είναι ίσο με  

∫ 𝐟(𝐱) ⅆ𝐱 = [𝐅(𝐱)]
𝛂

𝛃
=

𝛃

𝛂

𝐅(𝛃) − 𝐅(𝛂) 

Οι αριθμοί α και β ονομάζονται όρια ολοκλήρωσης. 

Οι ιδιότητες του ορισμένου ολοκληρώματος, όπως περιέχονται στο τυπολόγιο των εξετάσεων, 

είναι οι παρακάτω 

 

 

 

Οι υπόλοιποι κανόνες ολοκλήρωσης, και στην περίπτωση του ορισμένου ολοκληρώματος, 

είναι οι ίδιοι με αυτούς του αόριστου ολοκληρώματος, μόνο που δεν υπάρχει σταθερά 

ολοκλήρωσης c. Δηλαδή 

∫(C1⋅f(x) + C2 ⋅ g(x)) ⅆx =

β

α

∫ C1 ⋅ f(x) ⅆx +
β

α

∫ C2 ⋅ g(x) ⅆx
β

α

= 

= C1 ∫ f(x) ⅆx + C2 ∫ g(x) ⅆx
β

α

β

α

= C1 ⋅ [F(x)]
α

β
+ C2 ⋅ [G(x)]

α

β
= 

= C1 ⋅ (F(β) − F(α)) + C2 ⋅ (G(β) − G(α)) 
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Δηλαδή, και στην περίπτωση του ορισμένου ολοκληρώματος, «σπάμε» στα επιμέρους 

ολοκληρώματα, βγάζουμε τους συντελεστές έξω από το ολοκλήρωμα και στη συνέχεια 

χρησιμοποιούμε την αρχική συνάρτηση για να δημιουργήσουμε την διαφορά F(β) − F(α) , 

χωρίς να προσθέτουμε σταθερά ολοκλήρωσης c. 

 

Παραδείγματα 

Να βρεθούν τα ορισμένα ολοκληρώματα 

∫ x2 ⅆx

1

0

= [
1

2 + 1
⋅ x2+1]

0

1

= [
1

3
⋅ x3]

0

1

=
1

3
⋅ 13 −

1

3
⋅ 03 =

1

3
 

 

∫(2x3 − 3x + 4) ⅆx

2

1

= ∫ 2x3 ⅆx

2

1

− ∫ 3x ⅆx

2

1

+ ∫ 4 ⅆx

2

1

= 

= 2 ∫ x3 ⅆx

2

1

− 3 ∫ x ⅆx

2

1

+ 4 ∫ ⅆx =

2

1

2 ⋅ [
1

3 + 1
⋅ x3+1]

1

2

− 3 [
1

1 + 1
⋅ x1+1]

1

2

+ 4[x]1
2 = 

= 2 ⋅ [
1

4
x4]

1

2

− 3 [
1

2
⋅ x2]

1

2

+ 4[x]1
2 = 

= 2 ⋅ (
1

4
⋅ 24 −

1

4
⋅ 14) − 3 ⋅ (

1

2
⋅ 22 −

1

2
⋅ 12) + 4(2 − 1) = 

= 2 (4 −
1

4
) − 3 ⋅ (2 −

1

2
) + 4 = 2 ⋅ (

16

4
−

1

4
) − 3 ⋅ (

4

2
−

1

2
) + 4 = 

= 2 ⋅
15

4
− 3 ⋅

3

2
+ 4 = 7,5 − 4,5 + 4 = 7 

∫(−2ⅇx + 2√x + 5) ⅆx

1

0

= ∫(−2ⅇx) ⅆx

1

0

+ ∫ 2√x ⅆx

1

0

+ ∫ 5 ⅆx

1

0

= 

= −2 ⋅ ∫ ⅇx ⅆx

1

0

+ 2 ∫ √x ⅆx

1

0

+ 5 ∫ ⅆx

1

0

= −2 ⋅ [ⅇx]0
1 + 2 ⋅ [

1

1
2 + 1

⋅ x
1
2

+1]

0

1

+ 5 ⋅ [x]0
1 = 

= −2 ⋅ [ⅇx]0
1 + 2 ⋅ [

2

3
⋅ x

3
2]

0

1

+ 5 ⋅ [x]0
1 = 

= −2 ⋅ (ⅇ1 − ⅇ0) + 2 ⋅ (
2

3
⋅ 1

3
2 −

2

3
⋅ 0

3
2) + 5(1 − 0) = −2 ⋅ ⅇ − 2 + 2 ⋅

2

3
+ 5 = 

= −2ⅇ +
13

3
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∫(2x2 − x3) ⅆx

1

−1

= ∫ 2x2 ⅆx

1

−1

− ∫ x3 ⅆx

1

−1

= 2 ∫ x2 ⅆx

1

−1

− ∫ x3 ⅆx

1

1

= 

= 2 [
1

2 + 1
⋅ x2+1]

−1

1

− [
1

3 + 1
⋅ x3+1]

−1

1

= 2 ⋅ [
x3

3
]

−1

1

− [
x4

4
]

−1

1

= 

= 2 ⋅ [
13

3
−

(−1)3

3
] − [

14

4
−

(−1)4

4
] = 2 (

1

3
+

1

3
) − (

1

4
−

1

4
) =

4

3
 

 

 

Να βρεθεί η τιμή του 𝐤 ∈ 𝐑 έτσι ώστε να ισχύει  

∫(𝟐𝐱 + 𝟑) ⅆ𝐱

𝐤

𝟎

= 𝟒 

 

∫(2x + 3) ⅆx

k

0

= 4 ⇔ ∫ 2x ⅆx

k

0

+ ∫ 3 ⅆx

k

0

= 4 ⇔ 2 ∫ x ⅆx

k

0

+ 3 ∫ ⅆx

k

0

= 4 ⇔ 

⇔ 2 ⋅ [
1

1 + 1
⋅ x1+1]

0

k

+ 3 ⋅ [x]0
k = 4 ⇔ 2 ⋅ [

x2

2
]

0

k

+ 3[x]0
k = 4 ⇔ 

⇔ 2 ⋅ (
k2

2
−

02

2
) + 3(k − 0) = 4 ⇔ k2 + 3k − 4 = 0 

 

Καταλήγουμε σε τριώνυμο με α = 1, β = 3 και γ = −4 

Δ = β2 − 4αγ = 32 − 4 ⋅ 1 ⋅ (−4) = 9 + 16 = 25 

Η διακρίνουσα είναι θετική, συνεπώς το τριώνυμο έχει δυο άνισες πραγματικές ρίζες 

k1,2 =
−β ± √Δ

2α
=

−3 ± √25

2 ⋅ 1
=

−3 ± 5

2
 

 

k1 =
−3 + 5

2
= 1 

k2 =
−3 − 5

2
= −4 

Οι ρίζες της αρχικής εξίσωσης είναι οι k1 = 1 και k2 = −4. 
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ΕΜΒΑΔΟΝ ΕΠΙΠΕΔΟΥ ΧΩΡΙΟΥ 

Αν μια συνάρτηση 𝐟(𝐱) είναι ορισμένη σε ένα διάστημα [α , β] με 𝐟(𝐱) ≥ 𝟎 στο διάστημα αυτό, τότε το 

εμβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από την γραφική παράσταση της 𝐟(𝐱), τον οριζόντιο άξονα χ’χ και τις 

ευθείες χ=α και χ=β είναι ίσο με  

𝐄(𝛀) = ∫ 𝐟(𝐱) ⅆ𝐱

𝛃

𝛂

 

 

Συνεπώς, αν με το αόριστο ολοκλήρωμα υπολογίζουμε τις αρχικές συναρτήσεις F(x)  μιας συνάρτησης f(x), με 

το ορισμένο ολοκλήρωμα υπολογίζουμε το εμβαδόν που περικλείεται από την γραφική παράσταση μιας 

συνάρτησης και τον οριζόντιο άξονα, ή και το εμβαδόν που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις δυο 

ή περισσοτέρων συναρτήσεων, όπως θα δούμε στην συνέχεια. 

 

Για παράδειγμα, το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x) =

√x, τον οριζόντιο άξονα και τις ευθείες χ=0 και χ=1, είναι αυτό που φαίνεται στο σχήμα και είναι ίσο με 

 

E = ∫ √x ⅆx

1

0

= ∫ x
1
2 ⅆx

1

0

= [
1

1
2

+ 1
⋅ x

1
2

+1]

0

1

= [
2

3
⋅ x

2
3]

0

1

=
2

3
⋅ 1

2
3 − 0 =

2

3
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Αν μια συνάρτηση 𝐠(𝐱) είναι ορισμένη σε ένα διάστημα [α,β] με 𝐠(𝐱) ≤ 𝟎 στο διάστημα 

αυτό, τότε το εμβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από την γραφική παράσταση της 𝐠(𝐱), τον 

οριζόντιο άξονα χ’χ και τις ευθείες χ=α και χ=β είναι ίσο με  

𝐄(𝛀) = − ∫ 𝐟(𝐱) ⅆ𝐱

𝛃

𝛂

 

 

Για παράδειγμα, το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της 

συνάρτησης g(x) = x2 − 1, τον οριζόντιο άξονα και τις ευθείες χ=-1 και χ=1, είναι αυτό που 

φαίνεται στο σχήμα  

 

Παρατηρούμε ότι στο συγκεκριμένο διάστημα η συνάρτηση g(x) ≤ 0, συνεπώς το ζητούμενο 

εμβαδόν θα είναι ίσο με 
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E = − ∫ g(x) ⅆx

1

−1

= − ∫(x2 − 1) ⅆx

1

−1

= − ( ∫ x2 ⅆx

1

−1

− ∫ ⅆx

1

−1

) = 

= − ∫ x2 ⅆx

1

−1

+ ∫ ⅆx

1

−1

= − [
1

2 + 1
⋅ x2+1]

−1

1

+ [x]−1
1 = − [

x3

3
]

−1

1

+ [x]−1
1 = 

= − [
13

3
−

(−1)3

3
] + [1 − (−1)] = −

2

3
+ 2 =

4

3
 

 

Αν για δυο συναρτήσεις 𝐟(𝐱), 𝐠(𝐱) ορισμένες σε ένα διάστημα [α , β] ισχύει 𝐟(𝐱) ≥ 𝐠(𝐱) τότε το 

εμβαδόν που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των δυο συναρτήσεων και τις 

ευθείες χ=α και χ=β είναι ίσο με 

𝐄(𝛀) = ∫(𝐟(𝐱) − 𝐠(𝐱)) ⅆ𝐱

𝛃

𝛂

 

 

Δηλαδή, στην περίπτωση που θέλουμε να υπολογίσουμε το εμβαδόν που περικλείεται από 

τις γραφικές παραστάσεις δυο συναρτήσεων, πρέπει να γνωρίζουμε ποια είναι η «πάνω» 

γραφική παράσταση και ποια η «κάτω» ώστε να δημιουργήσουμε την κατάλληλη διαφορά 

της «πάνω» μείον την «κάτω» στο ορισμένο ολοκλήρωμα. 
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Για παράδειγμα, αν θέλουμε να βρούμε το εμβαδόν που σχηματίζεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων f(x) = −x + 2,  g(x) = x2 και τις κατακόρυφες ευθείες που 

ορίζονται στα σημεία τομής τους (τα όρια ολοκλήρωσης), πρέπει καταρχάς να βρούμε τα 

σημεία τομής, και στη συνέχεια να εντοπίσουμε ποια γραφική παράσταση είναι «πάνω» και 

ποια είναι «κάτω». 

 

 

Αρχικά, στα σημεία τομής θα ισχύει f(x) = g(x) ⇔ −x + 2 = x2 ⇔ 

⇔ −x2 − x + 2 = 0 

Έχουμε τριώνυμο με α = −1, β = −1 και γ = 2 

Δ = β2 − 4αγ = (−1)2 − 4 ⋅ (−1) ⋅ 2 = 1 + 8 = 9 

Η διακρίνουσα είναι θετική, συνεπώς το τριώνυμο έχει δυο άνισες πραγματικές ρίζες 

χ1,2 =
−β ± √Δ

2α
=

−(−1) ± √9

2 ⋅ (−1)
=

1 ± 3

−2
 

x1 =
1 + 3

−2
= −2 

x2 =
1 − 3

−2
= 1 

Συνεπώς οι δυο συναρτήσεις τέμνονται για χ=-2 και χ=1. Οι συγκεκριμένες ευθείες αποτελούν 

και τα όρια ολοκλήρωσης. 

Λύνουμε την ανισότητα f(x) − g(x) > 0 ώστε να βρούμε σε ποια διαστήματα η γραφική 

παράσταση της f(x) βρίσκεται «πάνω» από την γραφική παράσταση της g(x). Έτσι, έχουμε  

f(x) − g(x) > 0 ⇔ −x + 2 − x2 > 0 ⇔ −x2 − x + 2 > 0 

Καταλήγουμε στο ίδιο τριώνυμο, του οποίου τις ρίζες έχουμε ήδη υπολογίσει (χ1=-2 και χ2=1). 

Γνωρίζουμε ότι το τριώνυμο είναι ετερόσημο του α εντός των ριζών, κι επειδή α = −1 < 0, το 

τριώνυμο θα είναι θετικό εντός των δυο ριζών, συνεπώς οι λύσεις της αρχικής ανισότητας 

 f(x) − g(x) > 0 είναι τα x ∈ (−2,1) 

Δηλαδή, η γραφική παράσταση της f(x) βρίσκεται «πάνω» από την γραφική παράσταση της 

g(x) στο διάστημα που αναζητούμε το εμβαδόν ανάμεσά τους (−2,1). 
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Επομένως, το ζητούμενο εμβαδόν είναι το  

E = ∫(f(x) − g(x)) ⅆx = ∫(−x + 2 − x2) ⅆx =

1

−2

1

−2

 

= ∫(−x) ⅆx

1

−2

+ ∫ 2 ⅆx

1

−2

− ∫ x2 ⅆx

1

2

= − ∫ x ⅆx

1

−2

+ 2 ∫ ⅆx

1

−2

− ∫ x2 ⅆx

1

2

= 

= − [
1

1 + 1
⋅ x1+1]

−2

1

+ 2[x]−2
1 − [

1

2 + 1
⋅ x2+1]

−2

1

= 

= − [
x2

2
]

−2

1

+ 2[x]−2
1 − [

x3

3
]

−2

1

= 

= − [
12

2
−

(−2)2

2
] + 2 ⋅ [1 − (−2)] − [

13

3
−

(−2)3

3
] = 

= − (−
3

2
) + 2 ⋅ 3 − (

9

3
) =

3

2
+ 6 − 3 =

9

2
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